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АННОТАЦИЯ 

Традиционные уравнения однородного винтового 

движения обладают частными решениями,  несовмести-

мыми с однородными граничными условиями. В этих 

решениях не выполняется условие одновременного обра-

щения в нуль осевой и азимутальной компонент вектора 

скорости на стенках канала, ограничивающих поток. Дело 

в том, что сильные решения краевой задачи Бельтрами 

обладают простым точечным спектром. Это либо нули 

цилиндрического синуса J1(z), либо нули цилиндрическо-

го косинуса J0(z), образующие разные (чередующиеся) 

последовательности значений. 

В настоящем сообщении сделана попытка ослабления 

традиционной постановки задачи Бельтрами. Использует-

ся эвристический подход. Навязывается первообразная 

функция, изображающая квадрат нормы вихря в круге 

r<R. Записывается необходимое условие экстремума. 

Частные решения уравнения Лагранжа сопоставляются с 

известными распределениями азимутальной скорости. 

Выясняется, что среди этих решений имеются известные 

компоненты движения – твердый и потенциальный вихри. 

Кроме того, имеются новые классы решений, совместные 

с однородными граничными условиями на обе компонен-

ты вектора скорости, осевую и азимутальную. Эти реше-

ния удается удовлетворительно верифицировать с резуль-

татами численных и аэродинамических экспериментов.  

1. НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ МИНИМУМА 

В осесимметричном движении с осевым вихрем 

компоненты вихря и компоненты скорости связаны 

условиями (тождествами) Бельтрами: 
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Эти соотношения равносильны одному уравне-

нию второго порядка на каждую компоненту скоро-

сти, осевую ux и азимутальную uε. Справедливы  

утверждения. 

А. Условия Бельтрами совпадают с необходи-

мыми условиями минимума для функционала: 
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Действительно, необходимое условие минимума 

имеет вид 
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откуда следует: 
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Эти распределения скорости и вихря совпадают 

с точными решениями для винтового потока Бельт-

рами, что и требовалось доказать. 
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Очевидно, что 
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rλ << . Иными словами, вблизи оси вихря устанав-

ливается твердое вращение, на периферии – потен-

циальный вихрь Б. Если λ<<1, то предыдущее усло-

вие на норму вихря 
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равносильно условию на норму скорости деформа-

ции 
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Общее решение уравнения Эйлера, выражающее 

необходимое условие экстремума для норм вихря и 

скорости деформации, имеет вид: 

2
1

C
u C r

r
ε
= + . 

Существование частных решений типа твердого 

и потенциального вихрей следует из уравнений Сто-

кса, содержащихся в необходимом условии экстре-

мума. Частные решения отвечают абсолютному 

минимуму вихря и абсолютному минимуму скоро-

сти деформации. Действительно, если C1= 0, вихрь 

равен нулю. Если C2=0, то скорость деформации 

равна нулю.  

Пусть  
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Квадратичный функционал Γ± интерпретируется 

как среднеквадратичная норма вихря (верхний знак) 
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и скорости деформации (нижний знак). С гидроди-

намической точки зрения норма скорости деформа-

ции совпадает со скоростью диссипации механиче-

ской энергии. 

На азимутальную скорость накладывается огра-

ничение: 
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Можно доказать, что действительному распре-

делению скорости в ограниченном круге отвечает 

значение M=1. Например, в винтовом потоке фик-

сируется величина расхода: 
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Чтобы ограничение на расход совпадало с огра-

ничением на азимутальную скорость, M = 1, естест-

венно, предположить: const
Nd

r
dr

λ
= − ⋅ . Предель-

ные условия на азимутальную скорость в круге 

r < R выражают ограниченность скорости в центре 

круга, |uε(0)| < ∞, и условие прилипания на окруж-

ности r = R, uε(R) = 0. Всякое распределение скоро-

сти, отвечающее этим предельным условием, назо-

вем виртуальным. Среди виртуальных распределе-

ний скорости существует хотя бы одно действи-

тельное или наблюдаемое распределение скорости. 

Для достаточно гладких распределений скорости 

действительных распределений не больше одного. 

Следующие признаки достаточны для отделения 

виртуальных распределений скорости от действи-

тельных распределений.  

В действительном винтовом потоке при фикси-

рованной величине расхода (пропорциональной LN) 

величина завихренности или скорости деформации 

минимальна. Любой виртуальный винтовой поток с 

заданным фиксированным расходом обладает не 

меньшей завихренностью (скоростью деформации), 

чем действительный винтовой поток. Или, что 

представляет двойственную формулировку преды-

дущего утверждения, при фиксированной величине 

завихренности (скорости деформации) действи-

тельный винтовой поток обладает максимальным 

расходом.  Любой виртуальный поток с заданной 

фиксированной завихренностью (скоростью де-

формации) обладает не большим расходом, чем 

действительный винтовой поток. 

Решение изопариметрической задачи имеет вид: 
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Здесь ω0 – значение завихренности в центре кру-

га r < R, иначе угловая скорость твердого вращения. 

Полученное распределение скорости обладает 

свойствами твердого вихря при малых значениях 

y << 1 (r << R) и монотонно убывает при приближе-

нии к границе круга r < R (y < 1). Область твердого 

вихря тем больше, чем больше N. 

Скорость деформации ( ) ( )
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1. Среднее арифметическое значение завихрен-

ности в круге r < R равно 0; 2. Среднее квадратиче-

ское значение завихренности в круге r < R, 
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3. Средняя квадратическая завихренность вчет-

веро меньше средней квадратической скорости де-

формации: Γ– = 4Γ+.    

При N → ∞ область, занятая твердым вихрем, 

простирается до границы круга r < R. При этом всю-

ду внутри круга 
.

0
N→∞

ε → , поэтому и скорость дис-

сипации механической энергии  Γ–(r) = 0, r < R. 

Максимум азимутальной скорости приходится на 
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При этом максимальное значение азимутальной 

скорости 
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Продольная компонента скорости  
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причем параметр Бельтрами удовлетворяет диффе-

ренциальному условию: const
Nd

r
dr

λ
= − ⋅ . Можно 

рассматривать это равенство как дифференциальное 

уравнение для λ(r), удовлетворяющее начальному 

условию: λ(R) = 0. Это начальное условие позволяет  

обнулить осевую компоненту скорости на стенке 

(на окружности r = R). 
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. Поскольку должно выполняться 

неравенство N > –1, обеспечивающее ненулевое 

распределение азимутальной скорости, то  профиль 

осевой скорости изменяет знак, если 
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. Например, пусть ось x 

(r = 0) направлена снизу вверх. Тогда осевая ско-

рость направлена вверх при y < y0 и меняет знак 

(направлена вниз) при y > y0. На окружности y = y0 

существует только азимутальная скорость («чистое» 
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вращение). Иначе говоря, в центре канала осевой 

поток направлен вверх, на периферии канала, 

y0 < y < 1, осевой поток направлен вниз. Величина 

расхода сквозь круг r < R позволяет вычислить зна-

чение параметра Бельтрами в центре круга, 

λ(0) = λ0. Действительно: 

( )

( )( )

22

0 02

0

1
2

2 2 3

R

x

R N
Q R yu dy

N N

λ ω +
= =

+ +
∫ . 

Тогда 

( )( )

( )

0

23

0

2 2 3

1

Q N N

R R N

+ +λ
=

ω +

. 

Очевидно: 0 2

0

2

N

Q

R→∞

λ ↓
ω

. 

Величина параметра N, при фиксированных зна-

чениях угловой скорости в полюсе ω0, радиуса тру-

бы R и  расхода Q,  связана с величиной λ0 парамет-

ра Бельтрами. Параметр Бельтрами монотонно 

уменьшается от ∞ до 2Q/(ω0R
2
) при увеличении N 

от –1 до ∞. Бесконечному значению параметра 

Бельтрами соответствует поступательный поток. 

Нижняя грань параметра Бельтрами соответствует 

переносу поступательным движением твердого 

вихря. Например, пусть во входном сечении канала 

при пассивной или при активной генерации вихря 

возникает вращение жидкости как твердого тела. 

Тогда N = ∞, λ0 = 2Q/(ω0R
2
). В любом другом сече-

нии канала условие прилипания приводит к сниже-

нию N и к увеличению λ0, т.е., по-сути, к «перерас-

пределению» кинетической энергии в пользу посту-

пательного движения. Уменьшение кинетической 

энергии вращательного движения по длине потока 

восстанавливает полный напор поступательного 

потока. Поэтому складывается впечатление, что в 

винтовом потоке потери полного напора  меньше, 

чем в чисто-поступательном потоке. На самом же 

деле некоторое восстановление полного напора по 

длине винтового потока если и происходит, то 

только за счет кинетической энергии вращения 

жидкости. 

2. ПАРАМЕТР  ЗАКРУТКИ 

Логарифмическая производная  
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представляет удобную безразмерную характеристи-

ку распределения азимутальной скорости. 

Для «твердого» вращения m = 1, для «потенци-

ального» вихря m = –1. Для распределения скоро-

сти, полученного в предыдущем пункте, 
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. Это означает, что в 

полученном распределении параметр закрутки есть 

монотонно убывающая функция радиуса, причем 

m(0) = 1, m(y0) = 0, m(1) = –∞.  

Так как в действительном движении Γ± →inf ≥ 0, 

для любого знака, то в действительном распределе-

нии азимутальной скорости параметр закрутки 

наименее уклоняется от ±1(по среднеквадратичной 

норме). Если m = 1, скорость деформации равна 0; 

если m = –1, то завихренность  равна нулю. 

Для описания процессов переноса важны пре-

дельные значения параметра закрутки m. Например, 

теплоотдача между торцевой поверхности цилинд-

рического вихря и твердой плоскостью блокирова-

на, если m > –3. Множество значений радиуса круга 

r < R, на котором теплоотдача разблокирована,  

описывается неравенствами: 
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Вообще, кольцо ℜp, в котором m < –p ≤ 0, опи-

сывается неравенствами: 
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В предельном случае затухания вихревого дви-

жения N → –1, тогда  
1

1
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p
e y

−

+
< < . 

Наоборот, при N → ∞, ширина  колец ℜp стре-

мится к нулю. Все кольца стягиваются к окружно-

сти y = 1 (r = R). 

3. ВЕРИФИКАЦИЯ 

Демонстрируются расчеты винтовых течений 

вязкой жидкости, осуществляемые в среде АНСИС 

с замыканием системы уравнений Стокса низкорей-

нольдсовой моделью турбулентного движения Ги-

римаджи. Вычисляемые распределения осевой и 

азимутальной компонент скорости в гидравлически 

гладкой цилиндрической трубе сопоставляются с 

прогнозируемыми распределениями по локальным 

и по интегральным характеристикам течения. Об-

суждается зависимость винтового движения от па-

раметров задачи: от формы эпюры азимутальной 

скорости в начальном сечении и от величины на-

чального значения параметра Бельтрами. Получен-

ные распределения азимутальной и осевой скорости 

идентифицируются также с результатами, получен-

ными Ш.А. Пиралишвили и Э.Н. Сабуровым для 

конкретных технических устройств. 

4. РЕЗЮМЕ 

Уравнения спинового или винтового движения 

совпадают с необходимым условием минимума 

квадратичного функционала, изображающего квад-

рат некоторой нормы вихря. В условиях слабой за-

крутки (параметр Бельтрами существенно меньше 

размера области, занятой потоком) условие мини-

мума на завихренность совпадает с условием мини-

мума на скорость деформации. Распределение ази-

мутальной скорости в ограниченной области рас-

слаивается на твердое ядро и периферийную об-

ласть с быстрым уменьшением скорости до нуля. 
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