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АННОТАЦИЯ 

Рассматривается локальное подобие мгновенных раз-

ноименных транспортных уравнений конвективного теп-

ломассопереноса (неразрывности, импульса, полной энер-

гии, массовой концентрации компонента), включая ло-

кальное подобие векторов переноса (законов переноса), и 

полное подобие, которое имеет постоянные коэффициен-

ты подобия и которому соответствуют известные анало-

гии Рейнольдса и тепломассопереноса. Устанавливаются 

условия существования и совместности трех указанных 

видов локального подобия, а также условия равенства 

между собой коэффициентов переноса. Вводятся локаль-

ные коэффициенты подобия, векторы переноса и их ко-

эффициенты (коэффициент трения, числа Стантона). 

Анализируются произвольные и детально линейные век-

торы переноса, проекции которых в условиях локального 

подобия совпадают с законами Ньютона, Фурье и Фика. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

С помощью вводимых векторов переноса, кото-

рые связаны с соответствующими законами перено-

са, мгновенные общие уравнения конвективного 

тепломассопереноса записываются в единой форме 

и рассматриваются ниже как транспортные уравне-

ния величин a
∗

, а индекс , , , , , ,....ju v w m h∗ = ρ , как 

и транспортируемая величина, соответствуют плот-

ности, проекциям вектора скорости, полной относи-

тельной массовой концентрации j -го компонента, 

полной энтальпии смеси и другим величинам. 

Полное подобие одноименных транспортных 

уравнений, которое широко используется в различ-

ных областях и подробно рассмотрено многими 

исследователями, в частности М.В. Кирпичевым, 

А.А. Гухманом и С.С. Кутателадзе [1], связано с 

общим σ – преобразованием дифференциальных 

уравнений конвективного тепломассопереноса, ко-

торое определяется функциями преобразования в 

виде отношения транспортируемых величин прооб-

раза и образа и при постоянных значениях функций 

дает полное подобие одноименных уравнений [2]. 

Полное подобие разноименных транспортных 

уравнений, в частности, тепломассоаналогия, также 

используется в технике эксперимента, а аналогия 

Рейнольдса упоминается под различными углами 

зрения при анализе экспериментальных работ и 

численных расчетов трения и теплообмена в уст-

ройствах с интенсификацией теплообмена. 

Далее исследуется принципиальная возможность 

существования подобия мгновенных разноименных 

транспортных уравнений в трех аспектах [2]: 

во-первых, локального подобия в целом соответ-

ствующих транспортных уравнений, где левая часть 

уравнения связана с полной производной по време-

ни от транспортируемой величины, то есть ее четы-

рехмерным градиентом, а правая дивергенцией 

обобщенного вектора переноса этой величины; 

во-вторых, одновременного локального подобия 

транспортных уравнений в указанном выше смысле 

и соответствующих им разноименных векторов пе-

реноса, а также условие их совместности при оди-

наковых локальных коэффициентах подобия; 

в-третьих, полного подобия разноименных 

транспортных уравнений (аналогии), где подобны 

транспортные уравнения, векторы переноса и эле-

менты дивергенции векторов переноса с одинако-

вым и постоянным значением коэффициента подо-

бия. 

Локально подобные условия однозначности (на-

чальные, граничные и другие) обеспечивают ло-

кальное подобие полей соответствующих величин, а 

коэффициенты локального подобия их пересчет. 

При этом вначале анализ ведется для произволь-

но заданных законов переноса транспортируемой 

величины; а затем детализируется для первых шес-

ти ( , , , , ,ju v w m h∗ = ρ ) линейных законов переноса 

относительно проекций градиента транспортируе-

мой величины в уравнениях неразрывности (закон 

сохранения массы), Навье–Стокса (закон трения 

Ньютона), полной энергии (закон Фурье) и полной 

массы компонента смеси (закон Фика) [3]. Сравни-

ваются в этих условиях коэффициенты переноса: 

трения, тепловые и диффузионные числа Стантона. 

Анализируются мгновенные транспортные пол-

ные уравнения бинарной смеси (НС), укороченные 

за счет продольных и других производных (УНС) и 

пограничного слоя (ПС); причем форма их записи 

одинаковая для ламинарных и осредненных по 

пульсациям турбулентных течений, а сохранение 

при σ – преобразовании локального подобия явля-

ется предметом другого исследования [2]. 

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Наличие локального подобия градиентов разно-

именных транспортируемых величин a
∗

 и 0a
∗

 при 

мгновенных транспортных уравнениях конвектив-

ного тепломассопереноса, представляемых в виде 

( ) div ( )V D

da P
L a b R a

dt

→

∗

∗ ∗ ∗

∗

∂
≡ ρ = ± + ≡

∂α
, или 

( ) div ( )V T D

da
L a b R a

dt

→

∗

∗ ∗ ∗
≡ ρ = ≡ ,  (1) 
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определяется требованиями к локальным коэффи-

циентам подобия и градиентам этих величин 

0 0
0 / /

a aa a

x x

∗ ∗∗ ∗

∗

∂ ∂∂ ∂
Λ ≡ =

∂ ∂ ∂α ∂α
 и 

0 0grad grada a
∗ ∗ ∗
= Λ ,  (2) 

вследствие чего равны их безразмерные проекции  

0 0
0/ /

a aa a
tg tg

x x

∗ ∗∗ ∗

α∗ α∗

∂ ∂∂ ∂
γ ≡ = ≡ γ

∂α ∂ ∂α ∂
, 

которые при наличии локального подобия самих 

транспортных уравнений дополняются требованием 

0 0div divT Tb b

→ →

∗ ∗ ∗
= Λ , или 0 0div divb b

→ →

∗ ∗ ∗
= Λ  со 

следствием 0
0

0

PP
∗

∗ ∗

∂∂
= Λ

∂α ∂α
, где ( )VL a

∗
 и 

( )DR a
∗

 – функционалы левой и правой частей 

уравнений; P  – скаляр (давление, потенциал объ-

емных сил и другие величины); ( , , )x y zb b b b

→

∗ ∗ ∗ ∗
 и 

( , , , )T p x y zb b b b b b
∗ ∗

→

∗ ∗α α ∗ ∗ ∗
≡  – трехмерный и 

обобщенный четырехмерный векторы переноса с 

проекциями, определяемыми законом переноса ве-

личины a
∗

 ( 0pb
∗

α
=  – , jm∗ = ρ ; pb P

∗
α

= −  –  

– , ,u v w∗ = ; pb P
∗

α
= +  – h∗ = ); α  и 

∗
α  – коорди-

наты, принимающие в общем случае значения 

, , ,t x y z , причем в дивергенции трехмерного векто-

ра переноса только три , ,x y z , а четырехмерного – 

четыре с 
∗

α  согласно индексу (1 и ), , ,h u v w∗ =  и 

1 1a = ; нижний индекс 0  – относится к эталону [2]. 

Существование локального подобия мгновенных 

разноименных транспортных уравнений конвектив-

ного тепломассопереноса (дивергенции векторов 

переноса) обосновывается существованием реше-

ний уравнений, в которых локальные коэффициен-

ты подобия определяются на основе характеристик 

эталонного транспортного уравнения при сохране-

нии физических свойств и уравнения состояния те-

кущей среды, причем для упомянутых выше линей-

ных законов переноса они определяются с помощью 

квазилинейных уравнений в частных производных 

первого порядка, решения которых существуют при 

достаточно общих требованиях [2]. 

Если имеет место локальное подобие разно-

именных транспортных уравнений (дивергенции 

векторов переноса), то локальное подобие с тем же 

коэффициентом соответствующих векторов перено-

са требует выполнения условия совместности  

0
0( ) 0b

∗

∗ α

α

∂Λ
=

∂α
∑ , или 0 0( grad ) 0b

→

∗ ∗
Λ =� ,  (3) 

которое в общем случае справедливо для нормаль-

ных векторов 0b

→

∗
 и 0grad

∗
Λ , а также следует из 

равенств 0 0b b

→ →

∗ ∗ ∗
= Λ  и 0 0div divb b

→ →

∗ ∗ ∗
= Λ . 

Полное подобие дополнительно предполагает 

локальное подобие элементов дивергенции, что дает 

уравнения 0
0

0

/
b b b

b

∗α ∗α ∗ α

∗

∗ α

∂ ∂
= Λ =

∂α ∂α
 и решение 

0

0 0

const
b a

b a

∗α ∗

∗

∗ α ∗

= = Λ = , то есть является первым 

частным случаем условия совместности, а также 

локального подобия при его существовании. 

Нулевой эталонный вектор переноса ( 0 0b
∗ α

= ) 

– второй частный случай, причем конечные коэф-

фициенты подобия дают нулевые векторы переноса, 

в частности, локальное подобие при однородном 

течении с постоянной полной энтальпией (
jm hΛ ) 

[2]. 

Коэффициенты вектора переноса при локальном 

подобии в общем случае связаны равенством вида 

0 0
0

0

lnln
( ) /( )

C a aa

C a

∗α ∗ ∗∗

∗

∗ α ∗

Δ ∂ Δ∂ Δ
= Λ =

Δ ∂α ∂α
  (4) 

и при полном подобии 0C C
∗α ∗ α

= , где 

/( )C b a a
∗

∗α ∗α α ∗
≡ ρ Δ  и consta a

∗ ∗ ∗
Δ = −  – коэф-

фициент вектора переноса и характерная разность. 

Первые шесть транспортных уравнений бинар-

ной смеси ( , , , , ,ju v w m h∗ = ρ ) имеют функционалы 

2( ) divDR V

→

ρ = −ρ , ( ) gradDR V Div P

→ → →

= − ϕ+ , 

0 0( ) divD j jR m J

→

= −  и 0( ) divDR h Q
→

= − ,  (5) 

где ϕ  и 0( ( )) j j

j

Q q V P pE h J

→
→ → →

λ
= − + +∑�  – потен-

циал объемных сил и вектор потока теплоты (теп-

лопроводность, работа сил трения, диффузия); P  и 

DivP

→

 – тензор напряжений и его дивергенция; 

u Xb

→ →

= τ , v Yb

→ →

= τ , w Zb

→ →

= τ , 0

jm jb J

→
→

= − , 

hb Q
→ →

= − , 

0 0 0

0
div

jx jy jz
j

J J J
J

x y z

→
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂

 и 

0

0

div { }

{ }

x xx yx zx j jx

j

y yy xy zy j jy

j

Q q u v w h J
x

q v u w h J
y

→

λ

λ

∂
= − τ − τ − τ + +
∂

∂
+ − τ − τ − τ + +
∂

∑

∑

 

0{ }z zz xz yz j jz

j

q w u v h J
z

λ

∂
+ − τ − τ − τ +
∂

∑  – век-

торы переноса с дивергенциями; ( , , )x y z

→

α α α α
τ τ τ τ , 

( , , )x y zq q q q

→

λ λ λ λ  и 0 0 0 0( , , )j jx jy jzJ J J J

→

 – векторы 

напряжений за счет вязкости, плотностей потоков 
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теплоты и массы j -го компонента с их проекция-

ми. 

Ввиду особенностей векторов переноса в приня-

той системе транспортных уравнений локальное 

подобие проекций векторов переноса совместимо с 

локальным подобием законов переноса по направ-

лениям 0 0

0 0/b b∗ ∗α ∗ αΛ = , выраженным с помощью 

транспортируемых величин (полных параметров). 

Ниже транспортные уравнения рассматриваются 

как мгновенные, либо одной формы для ламинар-

ных и турбулентных течений, дополненных уравне-

ниями модели для турбулентной вязкости [3]. 

При законах переноса 0 0grade
j j

e

J m
Sc

→

µ
= − , 

grad
e

q T
→

λ
= −λ  и grad

Pr

e

e

q h
→ µ

= −  следует равен-

ство 1 0( )e j j

j

q q Le h J

→
→ →

−

λ
= − ∑ ; а при мгновенном 

законе напряжений 
2

2 ( )
3

P S p D E
∗ ∗

= µ − + µ , ра-

венстве 22
( )

3

ji i

j i j

uu u
Ф D

x x x

∂∂ ∂
+ μ = μ +

∂ ∂ ∂
, дилатации 

div x y zD V

→

≡ = ε + ε + ε , диссипативной функции 

2 2 2 2 2 2 21 1
2 [ ( ) ]

2 3
x y z xy yz zx

Ф ≡ μ ε + ε + ε + γ + γ + γ − D  и 

при осреднении по времени величин турбулентного 

течения согласно Рейнольдсу с дополнительным 

осреднением по массе скорости и температуры, эф-

фективных коэффициентах вязкости, теплопровод-

ности и диффузии с турбулентными составляющи-

ми (индекс T ) e Tμ = μ +μ , e Tλ = λ + λ , 

e TD D Dρ = ρ +ρ , Tµ , 
Pr

p T
T

T

c μ
λ ≡  и T

T

T

D
Sc

μ
ρ ≡  

соответственно имеют место симметричный тензор 

напряжений P  и напряжения за счет вязкости T ; 

2
2 ( ) , ,

3 3
xx e x te xy yx e xy

D
kτ = μ ε − − ρ τ = τ = μ γ

2
2 ( ) , ,

3 3
yy e y te yz zy e yz

D
kτ = μ ε − − ρ τ = τ = μ γ

2
2 ( ) , ,

3 3
zz e z te xz zx e zx

D
kτ = μ ε − − ρ τ = τ = μ γ  и 

x

u

x

∂
ε ≡

∂
, 

y

v

y

∂
ε ≡

∂
, 

z

w

z

∂
ε ≡

∂
, 

xy

u v

y x

∂ ∂
γ ≡ +

∂ ∂
, 

yz

v w

z y

∂ ∂
γ ≡ +

∂ ∂
, 

zx

w u

x z

∂ ∂
γ ≡ +

∂ ∂
 – элементы P  и S ∗ ; 

e
µ , Pr

e
, Sc

e
, 

Pr
Le

Sc

e

e

e

=  – эффективные коэффи-

циенты вязкости, числа Прандтля, Шмидта, Льюи-

са. 

Тогда в ( k − ε ) модели добавляются транспорт-

ные уравнения переноса кинетической энергии тур-

булентности 
te

k  и скорости ее диссипации 
te

ε  при 

коэффициенте турбулентной вязкости, векторах 

переноса и функционалах правой части уравнений: 

grad
te

T
k te

k

b k

→ μ
=
σ

, grad
te

T
teb

→

ε

ε

μ
= ε
σ

, 

22
( ) ( ) ( grad ),

3

T T
D te te te

k

R k Ф D div k
μ μ

≡ + μ −ρε +
μ σ

 

21 2

1

2

2
( ) ( )[ ( ) ]

3

( grad ) и ,

te T
D te te

te

teT
te T

te

C C
R Ф D

k C

C k
div

ε ε

ε

μ

ε

ε μ
ε ≡ + μ − ρε +

μ

ρμ
+ ε μ =

σ ε

 

где 0.09Сµ = , 1 1.45С
ε
= , 2 1.90С

ε
= , 1.0kσ =  и 

1.3
ε

σ =  – опытные константы [3]. 

Существует локальное подобие мгновенной ди-

вергенции векторов переноса уравнений Навье–

Стокса и тепломассопереноса ( , , , , ,ju v w m h∗ = ρ ) 

при локальном подобии градиентов транспортируе-

мых величин. Именно локальное подобие 

( 0 var
∗

Λ = , varρ = ) имеет место в транспортных 

уравнениях для НС (УНС, ПС) при , ,u v w∗ =  (об-

щие уравнения переноса импульса), ,u h∗ =  с 

P P

t

∂ ∂
=

∂α ∂
 и ,jm h∗ =  с 0

P

t

∂
=

∂
 (общие стационар-

ные уравнения переноса массы компонента и энер-

гии), включая также локальное подобие векторов 

переноса для ПС и при упрощенных диагональных 

элементах тензора напряжений за счет вязкости 

T P pE= +  (наличие при , ,u v w∗ =  только 
x

ε , 
y

ε , 

z
ε ), а также нулевом скалярном произведении 

( )gradu V
→

� при ,jm h∗ =  для УНС, так как в по-

следнем 
2

2
x y z

V
u v w

∗ ∗ ∗
α∗ α α α

∗

μ ∂
Δ ≡ τ + τ + τ =

∂α
. 

Полное подобие имеет место в сжимаемой среде 

соответственно для ПС и УНС, а в несжимаемой 

среде всегда для НС (УНС, ПС). 

Действительно, локальное подобие мгновенных 

градиентов транспортируемых величин с учетом 

( , , )u uu uv uw

→

Λ Λ Λ Λ , 
u

tg tg
α∗ α

γ = γ , b
∗

∗α αα
= τ  и 

div (1 tg tg ) (grad )uyv uv zw uw

u
V u

x

→ →∂
= + γ Λ + γ Λ = Λ
∂

�  

позволяет записать тензор T , его дивергенцию и 

величину 
α∗

Δ  в виде ( , ,u v w∗ = ; , ,
u v w

a a a a
α
= ):  

 

,

,

( )         1

2
(2 )  

3

a a

a a

aa

T

u u
au

divVx x
x

∗

α ∗∗

∗

α ∗

α∗

α≠α

∗ ≠α α

→

α

α=α

=

⎧ ⎤⎡ ∂∂⎪ ⎥+⎡ ⎤ ⎢ ∂α ∂α⎪ ⎥τ⎢ ⎥ ⎢ ⎪ ⎥≡ = − ⎨⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥⎪⎢ ⎥ ⎢ ∂μ μ ∂ ⎥−∂ ∂⎣ ⎦ ⎪⎢ ∂α ⎥∂⎣ ⎪ ⎦⎩

, 
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'
,[ ] ( )DivT

∗

→
αα

α

∂τ
=

∂α
∑  div ∗

∗

→
αα

α

α

∂τ
τ =

∂α
∑ ,  (6) 

( ) (grad grad )

2
(grad( ) ) div ( div ),

3

u u

u u

u
u

u u
V

∗
αα

∗ ∗

α α

→ → →

∗ ∗ ∗

∂τ ∂ ∂
= Λ μ +μ Λ +

∂α ∂α ∂α

∂ ∂ ∂
+ μ Λ +μ Λ − μ

∂α ∂α ∂α

∑ ∑ �

�

2 2
( ) [ (grad ) div ],

2 3
u

V
u V a V

→ →

α∗ ∗ ∗

∗

μ ∂
Δ − = μ Λ −

∂α
�  

причем локальное подобие транспортных уравне-

ний импульса имеет место при выполнении двух 

равенств div div 0u X
∗

→ →

α ∗
τ − Λ τ =  ( ,v w∗ = ; 

, ,x y zα = ), которые определяют два коэффициента 

подобия 
u∗

Λ  ( 1
uu

Λ = ) при любых свойствах полей 

0a u
∗

= , а также величин μ  и ρ , или divV
→

. 

Одновременное локальное подобие транспорт-

ных уравнений импульса и их векторов переноса 

(проекций дивергенции и элементов тензора T ) 

имеет место при двух условиях совместности 

( ) 0uX grad
→ →

τ Λ =�  и пропорциональности проек-

ций векторов /
x u

∗
αα α ∗

τ τ = Λ , где 
u u

tg
∗

∗ α
Λ = γ . 

Аналогичным образом рассматриваются все три 

вида подобия для других транспортных уравнений. 

Одновременное локальное подобие имеет место 

для ,jm h∗ =  и ,u h∗ =  соответственно при 

0
/

jm hj
Q J

∗
∗

α α
= Λ  и / x uhQ

∗ ∗
α α

τ = −Λ , в частно-

сти, для обоих 
2

( ) 0
2

V

α∗

∗

μ ∂
Δ − =

∂α
 и Pr 1Le= = . 

Одновременное локальное подобие имеет место 

для , jm∗ = ρ  и ,
te

u k∗ =  ( , )
te

u= ε  соответственно 

при 
2

1
1

Sc a∗
∗

μ ∂ρ
= −

∂α ρ
 и при / 1

x

T
e

k

u

α∗
∗

μ ∂
τ =

σ ∂α
 

(для ПС всегда; для УНС с упрощенным T  и НС с 

div 0V

→

=  и 
2

1 2 /( )
tg 3

ua T
te e

u k e

u
k

x

α

α

Λ μ ∂
+ = = − ρ μ

γ σ μ ∂
). 

Полное подобие (аналогия) во всех случаях ло-

кального подобия имеет место, как частный случай. 

Наконец, при полном подобии известное отно-

шение коэффициентов трения и чисел Стантона 

(аналогия Рейнольдса) равно единице [1], а в общем 

случае локального подобия законов переноса зави-

сит от коэффициента подобия 
0

2St

uh
f

U

C H

= Λ

Δ

. 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Введены понятия локального коэффициента по-

добия градиентов транспортируемых величин 

(функционалов левых частей транспортных уравне-

ний), векторов переноса и их коэффициентов (ко-

эффициент трения, число Стантона тепловое и 

диффузионное), с помощью которых транспортные 

уравнения переноса записаны в единой форме, 

включая ламинарные и турбулентные течения. 

Рассмотрено локальное подобие мгновенных 

разноименных транспортных уравнений конвектив-

ного тепломассопереноса (неразрывности, импуль-

са, полной энергии, массовой концентрации компо-

нента), включая локальное подобие векторов пере-

носа (законов переноса), и полное подобие, которое 

имеет постоянные коэффициенты подобия и кото-

рому соответствуют известные аналогии. 

Первоначально это подобие рассматривается при 

произвольных векторах переноса, а затем детально 

при линейных векторах, проекции которых в усло-

виях локального подобия совпадают с законами 

переноса Ньютона, Фурье и Фика. Установлены 

условия существования и совместности всех трех 

видов локального подобия, а также условия равен-

ства между собой коэффициентов переноса. 

СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ 

a
∗

 – основная транспортируемая величина; 

( , , )x y zb b b b
→

∗ ∗ ∗ ∗
 и ( , , , )T p x y zb b b b b b

∗ ∗

→

∗ ∗α α ∗ ∗ ∗
≡  – 

трехмерный и обобщенный четырехмерный векторы 

переноса с проекциями на координатные оси; 

( )VL a
∗

 и ( )DR a
∗

 – соответственно функционалы левой 

и правой частей транспортных уравнений; 

P  – скалярная величина (давление, потенциал и другие); 

( , , )V u v w
→

 и (1, , , )TV u v w

→

 – трех- и четырехмерный векто-

ры скорости с проекциями на координатные оси; 

t , x , y  и z  – координаты на соответствующих осях 

четырехмерной ортогональной системы координат; 

α  и 
∗

α  – координаты, принимающие в общем случае 

значения , , ,t x y z , причем вторая в соответствии с ин-

дексом (1 и ), , ,h u v w∗ =  и 1 1a = ; 

НС – полные транспортные уравнения; 

ПС – пограничный слой; 

УНС – укороченные транспортные уравнения. 

Нижний индекс: 

∗  – плотность, проекции вектора скорости, относитель-

ная массовая концентрация и энтальпия, другие вели-

чины, являющиеся решением транспортных уравнений; 

0 – характеристики опорной величины (эталон). 
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