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АННОТАЦИЯ 

Рассматриваются процессы, развивающиеся на грани-
це между паровой пленкой и жидкостью при наличии 
теплового потока. В линейном и нелинейном приближе-
ниях аналитически решена задача об устойчивости ста-
ционарной фазовой поверхности между тонкой паровой 
пленкой и слоем холодной жидкости при наличии тепло-
вого потока.  Показано, что существует возможность воз-
никновения режима, сопровождающегося взрывным раз-
рушением стационарной паровой пленки. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В экспериментах [1, 2] при кипении на твердой 
нагретой металлической полусфере, опускаемой 
сверху в слой холодной жидкости, наблюдался 
взрывной механизм схода паровой пленки (рис. 1). 
В процессах кипения, при больших градиентах тем-
пературы (в нашем случае более 107 град/м), про-
цессы испарения и конденсации на поверхности 
раздела не только оказывают существенное влияние 
на динамику поверхностных капиллярно-гравитаци-
онных волн, но и приводят к генерации возмущений 
другого типа.  

1.1. Стационарное состояние 

Рассматривается устойчивость стационарных 
режимов, в которых теплота от горячей поверхно-
сти нагрева передается к пару и от него к холодной 
жидкости. Реальная задача (рис.2а) заменяется мо-
дельной и исследуется устойчивость плоской двух-
фазной системы, состоящей из стационарной паро-
вой пленки конечной толщины h (рис. 2б) и нахо-
дящейся над толстым (h1 >> h) слоем холодной 
жидкости. Температура жидкости (ее уровень соот-
ветствует координате z = 0, а дно находится при 
z = –hL), за исключением ее поверхности, ниже тем-
пературы кипения, верхняя поверхность сосуда под-
держивается при постоянной температуре  
Т1 > Tb(P), превышающей температуру кипения 
жидкости Tb(P) при давлении P. Нижняя стенка со-
суда находится при температуре, меньшей, чем 
температура кипения жидкости Т2 < Tb(P). Сила 
тяжести направлена против оси z и соответствует 
устойчивой стратификации легкой и тяжелой сред. 
Граница раздела сред является фазовой поверхно-
стью. Режим со стационарной толщиной паровой 
пленки может возникать лишь при строго опреде-
ленных значениях теплового потока с нагретой по-
верхности qw , когда не происходит испарения жид-

кости, а давление в паре Ps равно давлению насы-
щения Pb(TL), соответствующему температуре ки-
пения на поверхности жидкости TL.  

1.2. Уравнения и граничные условия  
для возмущений 

Исследуем устойчивость стационарного состоя-
ния относительно двумерных возмущений, когда h 
<< hL. В системах, где легкая горячая среда – пар, 
находится в поле сил тяжести над жидкостью, по 
поверхности раздела сред могут распространяться 
волны [3]. В данном случае на неизвестной поверх-
ности раздела жидкости и её z = ξ(x,t) пара необхо-
димо учитывать процессы испарения и конденса-
ции.   

Жидкость и пар можно считать несжимаемыми 
средами, а движение в них u = (u,0,w) – безвихре-
вым.  

uL = ∇ψ , us = ∇ψs.                                    (1.1) 
Потенциалы скорости  для жидкости ψ(x,z,t) и 

для пара ψs(x,z,t) находятся из уравнений Лапласа, 
получаемых из уравнения неразрывности: 

Δψ = 0, Δψs = 0.                                         (1.2) 
Здесь Δ – оператор Лапласа. Далее для удобства 

все производные по x, z и t будем обозначать ниж-

ним индексом – другие нижние индексы: 
t
∂
∂

f ≡  f t,  

x
∂
∂

f ≡ fx, z
∂
∂

f ≡ fz. Распределение температуры в 

жидкости T’
L и  в паре T’s находятся из уравнений 

теплопроводности:  
T’

Lt – (λL /ρLCPL )Δ T’
L(x,z,t) = – (u •∇)T’

L(x,z,t)= 
 = – ψz T0Lz.                                                 (1.3) 
T’

st(x,z,t) +(λs/ρsCPs)ΔT’
s(x,z,t)=–ψszT0sz.        (1.4) 

Уравнения (1.3), (1.4) решаются со следующими 
граничными условиями на стенках канала: 

T’
L (x, t, z = – h1) = 0, T’

s (x, t, z = h) = 0.        (1.5) 
На возмущенной поверхности фазового раздела  

z = ξ(x,t) имеет место: 
T’

L (x, t, z = ξ) = T’
s(ξ) = (∂T/∂P)b0 δPb,    (1.6) 

Λm&  =– λs ∇nT’
s + λL ∇n T’

L.       (1.7) 
Здесь m& – поток массы, Λ– удельная теплота ис-

парения (конденсации), ∇n – производная по норма-
ли в возмущенной поверхности раздела жидкости и 
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пара. В стационарном состоянии поток массы 0m&  

равен нулю 

0m& = (λs 0sd
dz
T  – λL 0Ld

dz
T ) /Λ = 0.         (1.8) 

Однако возмущение поверхности раздела при  
ξ > 0, ξ/h << 1 может приводить к возникновению 
потока массы  
m&  = λs{[T1 – Tb]/(h – ξ)–[T1 – Tb]/h }/Λ =⎢qs⎢ξ/hΛ.(1.9) 

Уравнение (8) решается с граничным условием 
на дне слоя жидкости:  

z = –  hL,  w = ψz = 0,                                       (1.10) 
и граничными условиями на поверхности раздела 
пар – жидкость. На поверхности раздела давления в 
паре Ps и жидкости PL отличаются  

Ps – PL = σξxx.                                                          (1.11) 
Для потенциального течения жидкости выпол-

няется соотношение Лагранжа – Коши: 
ρL [ψt  +(1/2)( ψx

2 +ψz
2) +gz] = – PL ,            (1.12) 

Давление пара на фазовой границе равняется 
давлению насыщения Ps = Pb(T), зависящему от тем-
пературы. Смещение поверхности паровой пленки ξ 
приводит к возмущению теплового потока на по-
верхности раздела и изменению температуры и дав-
ления  насыщенного пара. Для воды на линии кипе-
ния имеют место следующие оценки:  

δPs = (∂Pb/∂T)bδT (δPs /Ps0 )/ (δTb/Tb) =  
= (∂Pb/∂T)b(Tb/Ps0)>>1,  (1.13) 
(δTb/Tb)/(δPs /Ps0 ) << 1.                                   (1.14) 
Используя (1.11), уравнение Лагранжа – Коши 

(1.12) и (1.13),  получаем граничное условие на по-
верхности раздела жидкости и пара: 

ψt  +(1/2)( ψx
2 +ψz

2) +g ξ – (σ/ρL )ξxx +  
+ (∂Pb/∂T)T Ts

’ /ρL = 0 .                                      (1.15) 
Уравнение (1.15) отличается от стандартных со-

отношений на свободной поверхности жидкости 
слагаемым, учитывающим изменение давления на-
сыщения пара при возмущении температуры.  

Другое граничное условие на свободной поверх-
ности жидкости: 

F(x,z,t) = z+ξ(x,t)=0,                                          (1.16) 
следует из того, что скорость движения возмущен-
ной поверхности раздела wF в направлении ее нор-
мали равняется скорости движения жидкости в этом 
направлении,  

wF =– (ξt + ψLx ξx) /(ξx
2 + 1)1/2 = w(ξ).  (1.17)                                                        

На свободной поверхности жидкости, являю-
щейся фазовой границей пар – жидкость, следует 
учитывать возникающий на ней поток массы:  

m& = ρL (wL – wF) = ρs(ws – wF).               (1.18) 
Кинематическое граничное условие (1.18) для 

жидкости с учетом потока масс принимает вид: 

 (wL  – ξt – ψLx ξx )/(ξx
2 + 1)1/2   = m& /ρL  .        (1.19) 

Из-за потока массы, возникающего на фазовой 
поверхности раздела пара и жидкости, кинематиче-

ское граничное условие отличается от аналогичного 
соотношения на свободной изотермической поверх-
ности жидкость. При ξx

2 << 1 кинематическое усло-
вие (1.19) принимает вид  

wL =  ξt + m& / ρL + ψLx ξx .                          (1.20) 
Если учтем также изменение толщины стацио-

нарной паровой пленки h(x), то уравнение фазовой 
поверхности (1.16) принимает вид: 

F(x,z,t) = z – h(x) + ξ(x,t) = 0.                           (1.21) 
wF = – ξt/[(hx + ξx )

2 + 1]1/2.                             (1.22) 
Если имеет место неравенство 
 0 <  ⎜ dξ/dx ⎜ << ⎜dh/dx = С = Const ⎜< 1,      (1.23) 
то  ξt/[(hx + ξx )

2 + 1]1/2 = ξt – Сξtξx   .           (1.24) 
Модифицированное кинематическое условие на 

поверхности раздела пар – жидкость имеет вид  
wL = ψLz = ξt  + ( m& / ρL) – Сξtξx + ψLx ξx .      (1.25) 
В отличие от граничных условий на свободной 

поверхности изотермической жидкости, на фазовой 
поверхности раздела возникают три дополнитель-
ных эффекта, связанные с зависимостью давления 
насыщенного пара от температуры, возникновением 
потоков массы с поверхности и изменениеи толщи-
ны паровой пленки. Первые два эффекта, приводя-
щие к модификации граничных условий на фазовой 
границе, проявляются уже в линейной задаче. Эф-
фект, вызванный изменением толщины пленки пара 
h(x), как легко видеть из (1.25), существенен только 
на нелинейной стадии развития возмущений.  

Уравнение Лапласа для потенциала скорости па-
ра (1.2) решается с граничным условием на твердой 
поверхности z = h,  ws = ψsz = 0 (1.26а), и граничным 
условием при h = ξ 

ws =  ψsz =  ξt + m& / ρs – Сξtξx + ψsx ξx .          (1.26) 
Решение линейной задачи для малых возмуще-

ний ищется в  виде: 
ψ(x,z,t) = f0(z) expi(kx+ωt),  
ψs(x,z,t) = fs(z) expi(kx+ωt), ξ(x,t) =α expi(kx+ωt),  
T’

L=fL (z) expi(kx+ωt), T’
s = fs (z) expi(kx+ωt). (1.27) 

Поскольку толщина пленки пара существенно 
меньше глубины слоя жидкости, слой жидкости 
можно считать бесконечно глубоким и, в отличие от 
(1.10), решать задачу с граничным условием на бес-
конечности  в жидкости 

w(z →–∞) = ψz (z →–∞)  → 0                           (1.28) 
и граничным условием  (1.15) при z = ξ(x,t). Реше-
ние уравнений Лапласа для жидкости и пара (1.2) с 
граничными условиями (1.28), (1.26а) имеют вид: 

ψ(x,z,t)  = f0 exp(k z ) expi(kx+ωt).                    (1.29)            
ψs(x,z,t)=[fs/Ch(kh)]Sh[k(h–z)]expi(kx+ωt).      (1.30) 
В (1.29) и (1.30) f0, fs – неизвестные константы. 

Из-за неравенство (1.14) можно записать граничные 
условия для возмущений температуры (1.6) при 
z=0+ξ  в виде: 

T’
L (x, t, z = 0)+ (dT/dz)L0ξ= T’

L (x, t, z = 0) +  
+(q0/λL )ξ = 0,                                                    (1.31) 
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T’
s(x,t,0)+(dT/dz)s0ξ=T’

s(x,t,z=0)+(q0/λs)ξ=0.   (1.32)                    
Для характерного времени задачи tc и времен ус-

тановления стационарного распределения темпера-
тур в жидкости tL = k2ρLCPL/λL и паре ts = k2ρsCPs/λs 
выполняются следующие неравенства:   

ts/tc  < 1, tL /tc  < 1,                                            (1.33) 
и распределения температур в жидкости и паре 
имеют вид:  

T’
L (x, t, z ) = (q0/λL ) αexp[i(kx+ωt) + kz],    (1.34) 

T’
s (x, t, z ) = (q0/λs ) α {[Shk(h – z)]/ 

/Ch(kh)] exp[i(kx+ωt)}.         (1.35) 
Используя полученные решения и исключая из 

граничного условия (1.15) возмущение температуры 
пара, приведем его к виду: 

ψt  +g ξ – (σ/ρL )ξxx –(∂Pb/∂T)b (q0/λsρL ) ξ = 0. (1.36) 
Учитывая направление теплового потока  и 

(1.31), можно ввести эффективное ускорение gf, 
g + (∂Pb/∂T)b(⎜q0⎜/λsρL) = gf.                         (1.37)  

и свести (1.36) к виду, аналогичному для уравнения 
волн на свободной поверхности жидкости в поле 
силы тяжести.  

При выполнении условия: 
 (∂Pb/∂T)T (⎜q0⎜/λsρL ) >σ k2 /ρL > g ,               (1.38)  

используя решения для температур (1.34), (1.35) и 
граничное условие (1.7), находим  

m& = – k q0ξ/Λ  =  ⎜q0⎜k ξ/Λ.                              (1.39) 
Теперь условия (1.25) и (1.36) принимают вид 
 ψt  +gf ξ =  iωf0 + gf α =  0,    (1.40) 
ψz–ξt–(⎜q0⎜k /ΛρL)ξ=kf0–[iω+(⎜q0⎜k /ΛρL) ]α=0,(1.41) 

и с учетом неравенства (46) получить дисперсион-
ное уравнение для возмущений: 

D(ω,k) ≡ ω2  – iω(⎜q0⎜k /ΛρL) – k gf =  0.     (1.42) 
Характер дисперсии волн хотя и подтверждает 

их аналогичность гравитационным волнам на сво-
бодной поверхности жидкости, но обнаруживает 
ряд существенных отличий. Эти волны вызываются 
возмущениями теплового потока, температуры на-
сыщения и тем самым давления насыщения, и имен-
но поэтому возникает ускорение, формально анало-
гичное гравитационному gf≈(∂Pb/∂T)b(⎜q0⎜/λsρL). 
Принципиальным является то, что из-за возмуще-
ния теплового потока через фазовую поверхность 
раздела волны, могут возникать даже в отсутствии 
силы тяжести, в том числе и на вертикальной по-
верхности. 

Если под воздействием силы тяжести гравитаци-
онные волны возникают лишь при устойчивой стра-
тификации фаз, когда легкая среда находится над 
тяжелой, изменение давления насыщения на фазо-
вой границе может приводить к возникновению 
колебаний при любой стратификации фаз, если 
только выполнено условие (1.38). Такие волны мо-
гут возникать даже в отсутствии силы тяжести при 
флюктуации теплового потока и вызванного им 
давления насыщения  – слагаемое (∂Pb/∂T)b 

(⎜q0⎜/λsρL)  в (1.36). При кипении на вертикальной 
стенке нагреваемого сосуда из-за наличия этого 
эффекта могут возникать волны, распространяю-
щиеся по поверхности паровой пленки. 

При неустойчивой стратификации изотермиче-
ских сред в поле сил тяжести   поверхность раздела 
неустойчива – возникает неустойчивость Рэлея – 
Тейлора. Волны малой амплитуды, вызванные ин-
тенсивными потоками теплоты  через поверхность 
раздела пар – жидкость, могут возникать и при не-
устойчивой стратификации, когда легкая паровая 
пленка находится под слоем тяжелой жидкости, 
если сила инерции испарения превышает силу тя-
жести. 

2. НЕЛИНЕЙНАЯ  ДИНАМИКА  ВОЛН  
НА  ПОВЕРХНОСТИ  ПАР – ЖИДКОСТЬ 

Рассмотрим нелинейную динамику возмущений. 
При изменении толщины стационарной паровой 
пленки флуктуации теплового потока через поверх-
ности раздела пар – жидкость могут приводить к 
усилению поверхностных волн конечной амплиту-
ды. В данной задаче существуют следующие малые 
параметры: ε1 = kh  << 1, ε2 =  kξ << 1, C < 0, ⎢C⎢ < 1 
и m& ’ << 1. Далее выбирается  следующая иерархия 
малых параметров ε2

  = ε1
2 , m& ’/ε1

3 ≈ 1, ε1
3μ = m& ’, 

⎢C⎢/ε1
4≈ 1, γ ε1

2
  = ⎢C⎢, τ = ε1

4 t’. 
Решение нелинейной задачи ищется в виде 

асимптотических разложений по малым парамет-
рам. Учитывается зависимость амплитуды волны от 
медленного  времени и нелинейный сдвиг частоты 
колебаний. Последовательно находя решения нели-
нейной задачи можно получить уравнение, описы-
вающее медленное изменение амплитуды плоской 
волны: 

d|α|2/dτ = –μ k|α|2 + γ (k/ε1)1/2 k|α|4.                   (2.1) 
Поведение  решения уравнения  (1) зависит от 

отношения A0/ Ac , параметров  μ, γ, и волнового 
числа k. Здесь A =  |α|2 , Ac = αc

2 =μ/γ (k/ε1)1/2  ≈  ⎢C 
⎢–1 , A0 = A(τ = 0) = α(0)2,       

Без учета затухания (в случае μ = 0) изменение 
амплитуды плоской волны всегда приводит к взрыв-
ной неустойчивости  

|α(t)|2 = |α(0)|2/{1–|α(0)|2 γ (k/ε1)1/2 k τ} . (2.2) 
Для μ ≠ 0 волны первоначально малой амплиту-

ды A0/ Ac< 1  
A(τ ) = [A0 Ac/( Ac – A0)]{[A0/( Ac–A0)]+ 
+exp(μkτ)}–1 ≈ A0 exp(–μkτ) → 0, при τ→∞.  (2.3) 
Для волн большой начальной амплитуды  

A0/Ac > 1 возникает взрывная  неустойчивость  
A(τ) = A0Ac/(A0 – Ac){[A0/(A0 – Ac)] – 
– exp(μkτ)}–1.                 (2.4)   
В этом случае амплитуда первоначально малой 

плоской волны ξ0c < |ξ0(0)| < h за конечное время  
τc = (1/μk) Ln [Ac/( A0 – Ac)]                              (2.5)            

возрастает до бесконечности.  
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Рис.1. Взрывной сход паровой пленки [2] 

 
Рис.2. Реальная задача (а) и модельная плоская двухфаз-
ная система (б) 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Поставлена и аналитически в линейном и нели-
нейном приближениях решена задача об устойчиво-
сти стационарной фазовой поверхности между тон-
кой паровой пленкой и слоем холодной жидкости 
при наличии теплового потока. Учтены зависимость 
давления насыщения от температуры и слабое из-
менение толщины стационарной паровой пленки.  

В отличие от классической постановки, в рас-
сматриваемой задаче возникают ряд новых эффек-
тов:  

а) тепловые процессы на фазовой границе при-
водят к распространению слабозатухающих волн 
малой амплитуды, скорость которых может намного 
превышать скорость гравитационных волн; 

б) из-за теплового потока через фазовую по-
верхность могут возникать периодические волны 
малой длины (рябь), не являющиеся капиллярными;  

в) периодические волны и солитоны на фазовой 
поверхности могут возникать и в отсутствии силы 
тяжести; 

г) тепловые процессы на фазовой границе могут 
обеспечивать устойчивое существование паровой 
фазы под слоем жидкости в поле сил тяжести; 

д) на нелинейной стадии развития неустойчиво-
сти из-за слабого изменения толщины стационарной 
паровой пленки может возникать режим взрывной 
неустойчивости, в котором амплитуда, первона-
чально малой плоской волны возрастает до беско-
нечности за конечное время.  

Работа выполнена в рамках гранта по научным 
школам РИ-112/001/468 «Исследование процессов 
тепломассопереноса при интенсивных тепловых и 
электрических воздействиях» и гранта РФФИ № 05-
08-01217. 

СПИСОК  ОБОЗНАЧЕНИЙ 

h – толщина паровой пленки;  
qw – теплового потока с нагретой поверхности; 
ψ(x,z,t), ψs(x,z,t) – потенциалы скорости  для жидкости и 
для пара;   

T’
L , T’s – возмущений температуры в жидкости  и  в паре, 

m& – поток массы; 
 Λ– удельная теплота испарения (конденсации); 
σ – поверхностное натяжение; 
ξ(x,t) – возмущение поверхности жидкости;  
Ps ,PL – давления в паре и жидкости, Па; 
Ps = Pb(T) –  давление насыщения. 
 
Индексы: 
нижние индексы x, z и t – производные по этим перемен-
ным; 

Cr – критический параметр.  
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